10. Транспортна задача
10.1. Модель транспортної задачі
У табл. 10.1.1 представлені дані для транспортної задачі (Т-задачі),яка стосується т постачальників однакової продукції (вантажу) та п користувачів цією продукцією, де Су - витрати на перевезення продук​ції від i-го постачальника до j-го користувача (i= 1,m; 0j= 1,n); Мі - по​тужність і-го постачальника; Nj- вимоги (попит) на продукцію j-го користувача (замовника); Хij - кількість вантажу (постачання), яке потрібно перевезти від i-го постачальника до j-го користувача. Метою розрахунків є зведення до мінімуму витрат на перевезення постачання між т постачальниками та п користувачами.
	Таблиця 10.1.1

	Номер постачальника
	Постачання Мі
	Вимоги користувачів

	
	
	1
	2
	…
	j
	..
	n

	
	
	N1
	N2
	…
	Nj
	..
	Nn

	1
	М1
	C11
X11
	C12
X12
	…
	C1j
X1j
	…
	C1n
X1n

	2
	М2
	C21
X21
	C22
X22
	…
	C2j
X2j
	…
	C2n
X2n

	……
	......
	…….
	……
	…
	…..
	...
	……

	І
	Мi
	Ci1
Xi1
	C12
X12
	…
	Cij
Xij
	…
	Cin
Xun

	……
	……
	……
	……
	...
	……
	...
	…….

	m
	Мm
	Cm1
Xm1
	Cm2
Xm2
	C12
X12
	Cmj
Xmj
	…
	Cmn
Xmn


Функція мети Т-задачі має вигляд F= 
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при обмеженнях
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Закрита модель Т-задачі отримується, якщо загальна сума постачання дорівнює сумарному попиту користувачів 
[image: image4.wmf]1

m

j

Mi

å

=

=
[image: image5.wmf]1

m

j

Nj

å

=

.
Для відкритої моделі Т-задачі  згадана рівність не витримується
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Деякі особливості Т-моделі:
-    Система обмежень має вигляд рівнянь, тому не потрібно вводити додаткові змінні.
-    Система обмежень складається з (т + п) рівнянь з m*n
Будь-яке рішення Т-задачі зветься розподілом постачання. Поста​чання не може бути від'ємним, тому мова може йти лише про припус​тимі (додатні) рішення.
Для заповнення постачання в будь-якій комірці таблиці проводять діагональ і під нею вказують поставку Хij. В незаповнених комірках проведення діагоналі не рекомендується (нульові поставки звичайно не записують).Рішення Т-задачі складається з переходу від одного розподілу постачання до іншого - кращого, яке знижує підсумкові витрати на пере​везення (бо ми повинні отримати мінімальну функцію мети F     min).
Розподіл поставок повинен відповідати базисному рішенню:
-    У комірки, що відповідають основним (базисним) змінним, записують поставки Хij (їх кількість т + п - 1).
-    У комірки, що відповідають неосновним (небазисним) змін​ним, нічого не записують (тобто нульові поставки Хij = 0 не записують).Оптимальним є таке рішення Т-задачі, при якому F     min. У Т-задачі, здавалося б, всупереч вимогам функції мети F, при оптимальному розподілі постачання можуть використовува​тись комірки з найбільшим тарифом постачання Cij iодночасно не використовуватись комірки з найменшим тарифом постачання Cij(це поясню​ється вимогами обов'язкового використання продукту, що постачається). Прикладом такого оптимального постачання є табл. 10.1.2.
	Таблиця10.1.2

	
	20
	40

	25
	1
	8
25

	35
	4
20
	100
15


10.2. Початковий розподіл постачання
Ми розглянемо закриту модель, для якої виконується умова
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Система обмежень (10.1.1) вміщує (т + п) рівнянь, але кількість незалежних рівнянь (відповідно і кількість базисних рішень) дорівнює (т + п - 1), тому що одне з рівнянь випливає з інших. Відповідно і кі​лькість заповнених перевезенням комірок дорівнює (т + п - 1).
Існує кілька методів заповнення поставками комірок таблиці з ме​тою отримання першого початкового розподілу поставок. Перед вико​ристанням будь-якого з них перевіримо, що модель задачі - закрита:

[image: image10.wmf]1

m

j

Mi

å

=

= 50 + 80+120 = 250;   
[image: image11.wmf]1

n

j

Nj

å

=

 = 40 + 60+150 = 250.
У даному випадку модель закрита, але якщо модель не закрита, то її роблять закритою за допомогою фіктивного постачальника або фік​тивного користувача (див. далі).
Перший метод: з урахуванням найменших витрат для користу​вачів (табл. 10.2.1). Метод полягає у тому, що ми переміщуємося злі​ва направо від одного користувача до іншого (по колонках) і забирає​мо вантаж по найменшій ціні перевезення по принципу "перший у чер​зі серед користувачів забирає вантаж з найменшою ціною перевезен​ня". Всі інші користувачі, які знаходяться далі у черзі, повинні задоволь​нятись тим, що залишилось після користувачів, які знаходяться ближче до голови черги. При цьому ми повинні використати весь вантаж кожного постачальника і задовольнити весь попит кожного користувача.
У даному випадку число постачальників т = 3, а число користува​чів п = 3. Число комірок m• n= 3 • 3 = 9. Число заповнених комірок (дорівнює числу основних змінних або числу незалежних рівнянь) 
повинно бути m + n -1=3 + 3-1=5. Число вільних комірок т • п –
(т + п - 1) = 3 • 3 - (3 + 3 -1) = 9 - 5 = 4.
Особливу увагу потрібно звернути на кількість заповнених поста​чанням комірок. Якщо після розподілу перевезення за визначеним ал​горитмом виявиться, що кількість заповнених постачанням комірок дорівнює, наприклад, "4" (що не відповідає отриманому нами значен​ню "5"), то ми повинні заповнити постачаннями "0" потрібну кількість комірок таким чином, щоб загальна кількість заповнених постачанням комірок дорівнювала "5". При подальших розрахунках нульові постачання використовують, як і будь-яку іншу цифру. Додавати комірки з нульовим постачанням потрібно таким чином, щоб із заповнених по​стачанням комірок не створювались замкнені кола у таблиці. Тепер перейдемо до розподілу постачання.
	Таблиця 10.2.1

	Номер постачаль​ника і
	Постачан​ням Mi
	Вимоги користувачів N1

	
	
	j1
	j= 2
	j= 3         

	
	
	5
	80
	120

	і=1
	40
	9
	3
	7

40

	і = 2
	60
	5
	6
	5

60

	і = 3
	150
	4    
50
	2 
    80
	9  
    20 


Позначимо комірки як (і,j), де і - номер рядка, j - номер колонки. Починаємо з першого користувача і переміщуємося по колонках зліва направо. Для 1-го користувача (у 1-й колонці табл. 10.2.1) беремо комі​рку (3.1), яка має найменший показник витрат Сij = 4, і візьмемо у цю комірку весь потрібний вантаж для першого користувача "50". Вантаж, який залишився після виділеного для 1-го користувача, розподіляється між іншими користувачами по принципу "хто перший за номером ко​лонки - той забирає вантаж з найменшою вартістю перевезення". Далі в комірці (3.2) візьмемо для 2-го користувача ще "80", тому що в комі​рці (3.2) витрати найменші. Перейдемо до 3-го користувача: в комірці (3.3) заберемо для нього вантаж 20, бо ми повинні при виконанні роз​поділу обов'язково використати всі постачальні можливості; в комір​ках (1.3) та (2.3) вкажемо поставку 40 та 60.
Отримані заповнені комірки не повинні створювати коло у таблиці, бо це призведе до невизначеності рішення. Ми закінчили розподіл. Функція мети (вартість перевезення вантажу) для даних табл. 10.2.1 дорівнює
F = 7 • 40 + 5 • 60 + 4 • 50 + 2 • 80 + 9 • 20 = 280 + 300 + 200 + 160 + 180=1120.
Другий метод: правило "північно-західного кута" (табл. 10.2.2)

У цьому випадку не звертають уваги на вартість постачання Сij, а переміщуються по рядках зверху вниз і для кожного рядка розподіля​ють все постачання постачальника по правилу "хто перший за номе​ром колонки - той забирає максимально можливу величину вантажу без врахування вартості перевезення". В результаті завантажуються комірки, розміщені по діагоналі табл. 10.2.2 (починаючи з лівого верхнього кута і закінчуючи нижнім правим кутом). Звідси метод і отримав свою назву "північно-західного кута", якщо розглядати табл. 10.2.2 як географічну карту. Отримані заповнені комірки не повинні створювати коло у таблиці, бо це призведе до невизначеності рішення.
	                                                 Таблиця 10.2.2

	Номер постачаль​ника і
	Постачан​ням/
	Вимоги користувачів ІУ;

	
	
	j1
	j= 2
	j= 3         

	
	
	50
	80
	120

	і=1
	40
	9  
4
	3
    
	7 
    20 

	і = 2
	60
	5

10
	6    
50
	5

	і = 3
	150
	4
	2    
30
	9     
120


Ми закінчили розподіл перевезень. Функція мети (вартість переве​зення вантажу) для даних табл. 10.2.2 дорівнює
F = 9 • 40 + 5 • 10 + 6 • 50 + 2 • 30 + 9 • 120 = 360 + 50 + 300 + 60 + 1080=1790, тобто витрати значно більші.
Пошук оптимального рішення виконується перерозподілом поста​вок: заповненням якоїсь однієї вільної комірки та відповідним вилу​ченням поставки з іншої заповненої комірки. При цьому змінюються поставки в деяких заповнених комірках.
Третій метод: метод мінімального елемента
Метод мінімального елемента полягає у ранжуванні тарифів за пе​ревезення вантажу по збільшенню значення (однакові тарифи поміча​ються довільно зростаючими цифрами у порядку нумерації ранжованого ряду). Розподіл постачання виконується, починаючи з найменшо​го члена ранжованого ряду до задоволення вимог як користувачів, так і постачальників.
Метод намірів та реалізацій
Метод намірів та реалізацій (розроблений автором у співавторстві з к.т.н. Турти М.В. на базі відомого "методу подвійної переваги") дозволяє отримати початковий опорний план транспортної задачі, який або співпа​дає з оптимальним планом, або знаходиться достатньо близько від нього.
Розглянемо цю задачу на прикладі даних табл. 10.2.3. У таблиці комірки позначаємо номерами(і,j) де " і = 1, 2, ..., т " означає номер рядка постачальника (нумерація рядків виконується зверху вниз; т - кількість постачальників), а '' j = 1,2,..., п " означає номер колонки користува​ча (нумерація колонок виконується зліва направо; п - кількість користува​чів). Зверху таблиці вказані об'єми вимог j -х користувачів, а зліва таблиці вказані об'єми поставок і-х постачальників вантажу. Колонка а та рядок р використовуються для розрахунків за методом потенціалів.
У верхньому рядку кожної комірки вказуються у порядку перелі​чення: тариф перевезення одиниці вантажу; знак помітки комірки у вигляді (-) / (І) / (+); цифри постачання у квадратній рамці. Знаки помітки комірки та цифри постачання можуть бути відсутніми. Якщо постачання змінюється, то воно позначається у комірці під попереднім постачанням. У нижньому лівому куті у круглих дужках за методом потенціалів указу​ються потенціали незаповнених постачанням комірок.
	Таблиця 10.2.3

	а
	
	30
	120
	50
	60
	Пс

	0
	100
	39(-)

(0)
	4(+)[100]
	7

(6)
	5

(2)
	*

	5
	80
	2(+)
[X]
	10(1)
	6(+)[50]
	12

(4)
	*

	0
	50
	4

(1)
	5(1)
	8

(7)
	3(+)[50]
	*

	0
	30
	9

(6)
	4(1)[*]

[20]
	1(+)[20]

[*]
	3(I)[10]
	*

	Кр
	*
	+20
	-20
	*
	

	В
	3
	4
	1
	3
	


Метод складається з двох алгоритмів: спочатку виконується алго​ритм намірів, а потім - алгоритм реалізації намірів. Алгоритм намірів виконується у такій послідовності:
1.    Кожний постачальник (табл. 10.2.3) помічає у своєму рядку горизонтальними рисками "("-)" ті комірки, які мають найменші тарифи перевезення і можуть за сукупним об'ємом користуван​ня забрати цілком весь об'єм постачання даного постачальника. Якщо у рядку однакові мінімальні тарифи мають кілька комі​рок, то всі вони позначаються горизонтальними рисками.
2.    Кожний користувач помічає у власній колонці вертикальними рисками "(І)" ті комірки, які мають найменші тарифи перевезення і можуть за сукупним об'ємом постачання цілком задово​льнити об'єм вимог даного користувача. Якщо у колонці одна​кові мінімальні тарифи мають кілька комірок, то всі вони по​значаються вертикальними рисками. Якщо наміри постачальни​ків та користувачів збігаються на одній комірці, то в результаті накладення знаків (-) та (І) в цій комірці отримуємо знак.(+). На цьому алгоритм намірів даного методу завершується. В резуль​таті ми отримуємо помічені знаками (-), (І), (+) комірки, які в основно​му і складають оптимальний план.

Перед переходом до алгоритму реалізації намірів візьмемо до уваги кілька приміток:
1. Ми повинні отримати (т + п-1)заповнених постачанням комі​рок, де т - загальна кількість постачальників, а п - загальна кількість користувачів. Якщо кількість помічених комірок дорі​внює (т + п - 1), то звичайно це означає можливість отримання оптимального плану у випадку, коли задача проходить алго​ритм реалізації без зміни помічених комірок.
2.   У загальному плані в оптимальний план можуть входити і зо​всім не помічені комірки, бо заповнюються постачанням не обов'язково комірки з найменшими тарифами. Далі починається алгоритм реалізації намірів (визначення комірок дійсно зайнятих постачанням), який виконується у такій послідовності: 1.   Додаємо до табл. 10.2.3 справа додаткову колонку (помічену літерами "Пс"), у якій будемо помічати вимоги постачальників - залишки після задоволення вимог користувачів. Цей залишок для конкретного постачальника може бути: нульовим (він помі​чається зірочкою "*"); додатною цифрою (якщо деякий вантаж залишився у постачальника); від'ємною цифрою (якщо корис​тувачі забирають у нього більше, ніж постачальник може поста​вити). З аналогічною метою знизу до табл. 10.2.3 додається ря​док, помічений літерами "Кр", у якому будемо помічати вимоги користувачів - залишки після задоволення вимог постачальни​ків. Цей залишок для конкретного користувача може бути: ну​льовим  (він  помічається  зірочкою "*"); додатною цифрою (якщо постачальники постачають менше за вимоги даного ко​ристувача і вимоги залишились не задоволеними); від'ємною цифрою (якщо постачальники постачають більше за вимоги користувача і створилось для користувача зайве постачання).
2.    Заповнюємо постачанням комірки табл. 10.2.3 згідно з бажан​ням постачальників, надаючи їм перевагу (звісно, що перевагу можна надати і користувачам). Природно, що залишків у постача​льників не залишається, і тому колонка "Пс" цілком заповнюється зірочками "*", які означають відсутність залишків постачання.
3.    У рядку "Кр" перевіряємо користувачів у табл. 10.2.3 по колон​ках і помічаємо їх залишки. Ми бачимо, що для колонки у = 2 користувачу не вистачає вантажу "+20", а у колонці у = 3 у ко​ристувача є зайвий вантаж " - 20". Тоді переміщуємо вантаж між поміченими комірками: з комірки (4,3) забираємо вантаж "20" і перекладаємо його у комірку (4,2) - як для помічених комірок. Цю операцію помічаємо у комірках нижче - під попе​редньо отриманим вантажем вказуємо у квадратних рамках новий вантаж. Перевага при такому переміщенні вантажу нада​ється або поміченим коміркам, або коміркам з найменшим та​рифом перевезення. Алгоритм реалізацій повинен завершитись при нульових залишках як постачальників, так і користувачів.
Метод осереднених коефіцієнтів
Розраховуємо (табл. 10.2.4) середні вартості рядків (Срі) та колонок (Скij), а також визначаємо осереднені коефіцієнти (Кij) за формулами
Срі= 1  
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де п, т - загальна кількість колонок і рядків; Сij - початковий тариф комірки i-го рядка таj-ї колонки (і =1,m;j= 1n,).
	                                                 Таблиця 10.2.4

	
	20
	10
	30
	Срі

	15
	5;-2,3;
	6-4;
	2;-4,3;
[15]
	4,3

	10
	3;-2,7;
	4; -4,4;
[10]
	1; -3,7;
[0]
	2,7

	35
	1-5,7;
[20]
	7;-2,4;
	3;-2,7;
[15]
	3,7

	Скj
	3
	5.7
	2
	


Заповнюємо табл. 10.2.5 максимально можливим постачанням ко​мірки з найменшим від'ємним значенням Кij (з найбільшою їх абсолю​тною величиною) у порядку ранжування від'ємних осереднених коефі​цієнтів Кij. Позначимо (у міру заповнення) заборонені рядки і колонки таблиці транспортної задачі з огляду на задоволення вимог постачаль​ників та користувачів. У результаті в табл. 10.2.4 отримаємо оптималь​ний план розподілу постачання.
Осереднені коефіцієнти Кij заборонених рядків і колонок у подаль​ших розрахунках не розглядаються.
	Таблиця 10.2.5        

	Комірка(і,j)
	Щ
Кij
	Максимально можливе постачання
	Заборона рядків та колонок

	 (3,1)
	-5,7
	20
	Колонка і =1

	(2,2)
	-4,4
	10
	Рядок і = 2,
колонка j = 2

	(1,3)
	       -4,3
	15
	Рядок і =1

	(3,3)
	       -2,7
	15
	Рядок і = 3,

колонка j =3


Завдання.    Отримати    5-ма    методами    початковий    розподіл перевезень для наведених нижче даних (табл. 10.2.6, 10.2.7).
	                                                                             Таблиця 10.2.6
Т-задача

	Потужність постачальників
	Вимоги користувачів

	
	9 N
	6N
	9N

	9 N
	11-Л
	3+А
	4

	8 N
	4
	6+А
	5

	7 N
	1+А
	3
	7


	Таблиця 10.2.7 
                              Т-задача

	Потужність постачальників
	Вимоги користувачів

	
	9 N
	7N
	8 N

	10 N
	9-А
	2+А
	5

	8 N
	3
	4+А
	3

	6 N
	1+А
	2
	8


10.3. Метод потенціалів
Існує кілька методів отримання оптимального рішення Т-задачі. Всі вони дають однакові результати. Ми розглядаємо метод потенціа​лів через деякі його переваги: він не вимагає складання збільшено, кількості додаткових таблиць з оцінками комірок; помилка у попередніх розрахунках виправляється на наступних кроках.  Загальний алгоритм знаходження оптимального рішення за мето​дом потенціалів однаковий для всіх кроків , складається з трьох етапів.
1     Отримання таблиці перевезень вантажу або в результаті початкового розподілу (наприклад, за методом „північно-західного кута"; цей отриманий розподіл звичайно не є оптимальним, і його потрібно переглянути), або як результат перерозподілу перевезень за методом потенціалів.
2    Розрахунок   потенціалів   рядків   (постачальників),   колонок (користувачів) та вільних від постачання комірок.
3.    Визначення циклу.
4.    Перерозподіл постачання.
Розглянемо кожний з цих етапів більш детально.
10 3 1. Розрахунок потенціалів рядків (постачальників), колонок (користувачів) та вільних від постачання комірок
1    Починаємо визначення потенціалів постачальників а, (табл. 10. 3. 1) з першого постачальника (першого рядка), для якого потенціал приймається рівним нулю а, = 0 (в принцип,, потен​ціал першого рядка можна прийняти довільним, але згідно з методом потенціалів він приймається рівним нулю, бо це спро​щує розрахунки). Потенціал колонки 
[image: image14.wmf]b

j визначається за формулою (розрахунок для  колонки виконується лише при наявності у цій колонці заповнено, комірки у першому рядку)
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ij =С ij-( 
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i+
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 j)=0                                        

де С ij - вартість перевезення одиниці вантажу; 
[image: image18.wmf]a

i,- потенціал постачальника(рядка); 
[image: image19.wmf]b

j – потенціал користувача (колонки); 
[image: image20.wmf]g

ij – потенціал(ij )-комірки, де і- номер рядка, j- номер колонки. Звідси видно, що потенціали всіх замовлених(постачанням) комірок дорівнюють нулю.
Заповнюємо табл. 10.2.5 максимально можливим постачанням ко​мірки з найменшим від'ємним значенням К ij (з найбільшою їх абсолю​тною величиною) у порядку ранжування від'ємних осереднених коефі​цієнтів К ij. Позначимо (у міру заповнення) заборонені рядки і колонки таблиці транспортної задачі з огляду на задоволення вимог постачаль​ників та користувачів. У результаті в табл. 10.2.4 отримаємо оптималь​ний план розподілу постачання.
Осереднені коефіцієнти К ij заборонених рядків і колонок у подаль​ших розрахунках не розглядаються.
	Таблиця 10.3.1

Перший крок: визначення потенціалів

	Потенціали рядків 
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і
	Номер постачальника і
	Постачання Мj
	
Вимоги користувачів

	
	
	
	j
	j
	j

	
	
	
	50
	80
	120
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	40
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          40
	3

[1]
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	Потенціали постачальників
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На цьому завершується розгляд 1-го рядка таблиці, і ми переходи​мо до визначення потенціалу 2-го рядка.
2. Потенціал 2-го рядка визначають за формулою (10.3.1), корис​туючись уже отриманими потенціалами колонок (якщо існують заповнені комірки цих колонок у 2-му рядку). Після цього ана​логічним чином визначають усі потенціали колонок, які мають заповнені комірки у 2-му рядку.
Але якщо у 2-му рядку не виявилося заповнених постачанням комі​рок, для яких визначені потенціали колонок, то переходять на наступ​ний рядок.
Таким чином визначають потенціали всіх рядків і колонок. Після закінчення цих розрахунків рекомендується ще раз переглянути потен​ціали і виправити розрахунки.
3.   Для всіх вільних від постачання комірок визначаємо потенціа​ли цих комірок за формулою
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ij =С ij-( 
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[image: image30.wmf]b

 j)
 (10.3.2)
і вказуємо їх у прямокутниках, що розміщуються у вільних комірках (потенціали всіх заповнених комірок дорівнюють нулю, і їх можна не розраховувати). Якщо потенціали всіх вільних комірок є додатними або дорівнюють нулю, то це означає, що ми отримали оптимальне рі​шення Т-задачі. Якщо такої ознаки немає, то ми переходимо до будування циклу. Нульова оцінка для порожньої комірки в оптимальному розв'язанні задачі означає порушення принципу одного оптимального рішення.
10.3.2. Визначення циклу
Вибирається найменше від'ємне значення потенціалу
[image: image31.wmf]g

ij (у даному випадку 
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23 = -8). Для комірки (2,3) з найменшим від'ємним значенням потенціалу будується цикл (рис. 10.3.1): (2,3) - (2,2) - (3,2) - (3,3) -(2,3).
Циклом зветься замкнений багатокутник, створений взаємно перпендикулярними лініями, які можуть пересікатись. Цей багато​кутник має парну кількість вершин, одна з яких є виділеною порож​ньою коміркою (для неї створюється цикл), а всі інші вершини займа​ють заповнені комірки. Ребра циклу із проміжними заповненими або вільними комірками не розглядаються, бо враховуються лише верши​ни циклу.
Правила створення циклу:
1. Цикл починається з порожньої комірки, яка нумерується циф​рою "1" і може мати форму випуклого або невипуклого багато​кутника. Всі інші вершини багатокутника займають лише запов​нені комірки, які нумерують за порядком їх з'єднання: "2", "З", ... Таким чином, до циклу належать комірки у вершинах циклу: одна вільна, для якої створюється цикл, плюс заповнені комірки у вершинах, з яких створюється цикл.









Рис. 10.3.1. Вигляд циклів Т-задачі
2. Комірки циклу нумерують (1, 2, 3, 4; 1,2, 3, 4, 5, 6;...). їх зага​льна кількість повинна бути парною. Кількість парних комірок дорівнює кількості непарних. Напрямок переміщення при нуме​рації не має значення (по/проти руху годинникової стрілки).
3.    Якщо в таблиці заповнено т + п - 1 комірок, то для кожної ві​льної комірки можна побудувати лише один цикл.
4.    Цикл може мати форму випуклого та невипуклого багатокутни​ка і може охоплювати лише частку заповнених комірок.
5.    Комірки (порожні або заповнені), які пересікаються лініями циклу, але не входять у вершини, при розрахунках не розгляда​ються, бо вони у цикл не входять. У цикл входять лише верши​ни (одна з них - порожня, а інші - заповнені комірки).
10.3.3. Перерозподіл перевезення вантажу
Перед початком виконання перерозподілу перевезення вантажу потрібно підкреслити, що кількість незалежних рівнянь (кількість ос​новних базисних змінних, або кількість заповнених комірок) дорівнює т + п - 1 = 5 = сопst. Тому кількість заповнених комірок повинна збе​рігатися, тобто звільнення від постачання однієї комірки повинно су​проводжуватись заповненням іншої комірки. Отриманий цикл для по​рожньої комірки дозволяє визначити її нове завантаження. Порожня комірка з найнижчою від'ємною оцінкою є найвигіднішою для розмі​щення у ній нового постачання, яке забирається з однієї з заповнених парних комірок циклу.
Якщо в результаті розрахунків ми отримали нульове значення ван​тажу, призначеного для перевезення заповненою коміркою, то з цим нулем ми поводимось у подальших розрахунках, як зі звичайною циф​рою. Якщо у процесі розрахунків ми отримуємо кілька однакових най​менших значень вантажу для парних комірок циклу, то ми довільно обираємо одне з них для перенесення у вільну комірку, для якої ство​рювався цей цикл.
Тепер перейдемо до прикладу табл. 10.3.1. Найменше значення вантажу у парній комірці визначеного циклу (нумерація виконується по вершинах циклу у будь-якому напрямку) переміщуємо у вільну ко​мірку (2,3), для якої побудований цикл: з комірки (2,2) вантаж "50" переміщуємо у комірку (2,3). У новій табл. 10.3.2 діагональними рис​ками помічаємо комірки, які повинні завантажуватися (практично дуб​люємо ці діагональні риски з табл. 10.3.1 із врахуванням того, що з комірки (2,2) вантаж був знятий і перенесений у комірку (2,3). Таким чином ми маємо спочатку у табл. 10.3.2 позначення діагональними рисками комірок, у яких повинен розміщуватись вантаж, але без вказівки цього вантажу. І лише в одній комірці (2,3), для якої будувався цикл, вказаний вантаж для перевезення - "50". У зв'язку з тим, що пе​рерозподіл постачання охоплює лише комірки, які створюють цикл, то ми можемо для всіх інших комірок з постачанням залишити старе зна​чення величини перевезеного вантажу. Наприклад, комірки (1,1) та (2,1) не були охоплені циклом, і тому їх вантаж не змінюється.
	Таблиця 10.3.2 

Результат першого кроку

	а,    .
	М,ММ і
	        N j

	
	
	50
	80
	120
120

	аі = 0
	40
	9


40

	3

[1]
	7
7
Е0
[-2]

	а і = -4
	60
	5
5
У^і
1010
10
	6
6
Т]
[8]
	5
5
\ух\
50
50

	а і = 0
	150
	4
4

[-5]

	2


80

	9


70

	Ру
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Далі виконується перерозподіл постачання для всіх охоплених цик​лом комірок (табл. 10.3.2). Перерозподіл виконується таким чином, щоб задовольнити вимоги користувачів та можливості постачальників.
На основі цього перерозподілу ми отримуємо нову табл. 10.3.2, яка є основою для виконання наступного кроку: знову виконуємо розраху​нок потенціалів рядків (постачальників), колонок (користувачів) та вільних від постачання комірок; потім визначаємо цикл для комірки з найнижчим від'ємним потенціалом і знову виконуємо перерозподіл перевезення вантажу для охоплених циклом комірок.
Оптимальне рішення отримується (і відповідно зупиняються розра​хунки), якщо потенціали вільних комірок є додатними або мають ну​льове значення. Нижче приводиться без коментарів подальший розра​хунок Т-задачі за методом потенціалів (табл. 10.3.3, 10.3.4).
	Таблиця 10.3.3
2-й крок за методом потенціалів

	аі
	Мі
	        N j

	
	
	50
	80
	120
120

	аі = 0
	40
	9

40
	3
[-4]
	7

[-7]

	а2 = -9
	60
	5
[5]
	6
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	5
60

	а3 = -5
	150       
	4      
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	Таблиця 10.3.4 
3-й крок за методом потенціалів

	аі
	Мі
	N j

	
	
	50
	80
	120

	a1 = 0
	40
	9
                 [7]
	3

[3]
	7
         [40]

	а2 = -2
	60
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	6

           [8]
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                    60 
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Всі оцінки вільних від вантажу комірок є додатними, тому у табл. 10.3.4 ми отримали оптимальний план перевезення вантажу. Завдання. Розв'язати Т-задачі (табл. 10.3.5, 10.3.6).
	Таблиця 10.3.5 
Т-задача

	Постачальники
	Користувачі

	
	4 N
	9N
	7 N
	10 N

	2 N
	7+А
	3
	2
	4

	15 N
	4
	з+A
	2
	2

	10 N
	1
	5
	6+А
	3

	3 N
	3
	6
	8
	5+A

	


	Таблиця 10.3.6
Т-задача

	Постачальники
	Користувачі

	
	10 N
	15 N
	20 N
	25 N

	1                     30 N
	2 + А
	3
	8
	7

	5 N
	4
	6+А
	3
	1 

	15 N
	2
	9
	2 +A
	3

	20 N
	5
	6
	2
	4+А


Тут N - порядковий номер студента у групі. А = N
10.4. Відкриті моделі Т-задач
Відкритими називають моделі Т-задач, для яких виробнича потуж​ність постачальників не дорівнює вимогам користувачів (табл. 10.4.1)
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Відкриті задачі переводять у закриті шляхом введення фіктивного постачальника або фіктивного користувача з нульовою вартістю пере​везень одиниці вантажу Сі j = 0 відповідно по всьому рядку або по всій колонці. Далі Т-задачу розв'язують уже відомими методами до отри​мання додатних або нульових оцінок вільних комірок.
Приклад 1. Введення фіктивного постачальника        
Припустимо, що підсумкова потужність постачальників 
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Тоді вводимо фіктивного постачальника Фп(60), після чого задача стає закритою. Вартість перевезення фіктивного постачальника дорівнює нулю для комірок усього рядка. Рішення отримуємо за відомим мето​дом потенціалів до отримання додатних або нульових оцінок усіх віль​них від перевезення комірок.
	Таблиця 10.4.1 
Введення фіктивного постачальника

	а і
	N j
  Мі 
j
	50
	70
	80

	аі = 0
	60
	3
                [-4]
	
4

            60
	5
           [1]

	а2 = 3
	80
	10
50
	
8
        
            [1]
	7

           30

	аз = -4
	Фп(60)
	0
        [-3]
	0
10
	0
           50
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За один крок ми знайшли оптимальне рішення, бо у табл. 10.4.2 наступні оцінки порожніх комірок виявились додатними. Це означає закінчення розв'язання Т-задачі.
	1                                                        Таблиця 10.4.2
Результат 1-го кроку

	а і
	N j
  Мі
	50
	70
	80

	аі = 0
	60
	3       
50
	4         
10
	5

                   [1]

	а2 = 3
	80
	10
[4]
	  
8
           [1]
	7       
80

	аз = -4
	Фп(60)
	0

                   [1]
	0       
60
	0         
0
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У кінці розрахунків фіктивного постачальника вилучаємо і отриму​ємо оптимальний план перевезень згідно з існуючою потужністю по​стачальників та оптимальною функцією мети F = 3 • 50 + 4 • 10 + 7-80 = 150 + 40 + 560=220.
Приклад 2. Введення фіктивного користувача
Підсумкова потужність постачальників
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 = 150 більша за підсумкові вимоги користувачів 
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 = 120. Тому вводимо фіктивного користувача Фк(30) з нульовою вартістю перевезення до нього по всій відповід​ній колонці. Далі визначаємо початковий розподіл перевезень і отримуємо розв'язання задачі за методом потенціалів (табл. 10.4.3,10.4.4).
	1                                                        Таблиця 10.4.3
Введення фіктивного користувача

	а і
	N j
  Мі
	40
	80
	    Фк(30)

	аі = 0
	40
	7

          [7]
	2

           40
	0

                   [2]

	а2 = 3
	30
	
3


   

30
	5

           [0]
	0

                 [-1]

	аз = 2
	80
	2

                  10
	4 

                    40
	0

                   30
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	1                                                        Таблиця 10.4.4
Результат 1-го кроку

	а і
	N j
  Мі
	40
	80
	    Фк(30)

	аі = 0
	40
	7

          [7]
	2

           40
	0

                   [3]

	а2 = 3
	30
	
3


   

0
	5

           [0]
	0

                 30

	аз = 2
	80
	2

                  40
	4 

                    40
	0

                   [1]
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За один крок ми знайшли оптимальне рішення, бо у табл. 10.4.4 наступні оцінки порожніх комірок виявились додатними та рівними нулю. Це означає закінчення розв'язання Т-задачі.
У кінці розрахунків фіктивного користувача вилучаємо і отримує​мо оптимальний план перевезень згідно з існуючими вимогами корис​тувачів та оптимальною функцією мети F = 2 • 40 + 3-0 + 2- 40 + 4 • 40 = 80 + 0 + 80+160 = 320.
Завдання. Розв'язати Т-задачі (табл. 10.4.5, 10.4.6).
	Таблиця 10.4.5

Т-задача

	Постачальники 
	користувачі

	
	5 N
	9N
	6 N

	2 N
	4+А
	4
	5

	11 N
	2
	1+А
	3

	14 N
	1
	4
	3+А

	3 N
	3
	1
	7


	Таблиця 10.4.6

Т-задача

	Постачальники 
	користувачі

	
	5 N
	9N
	25 N
	20 N

	30 N
	5+А
	2
	6
	8

	15 N
	4
	4+А
	2
	3

	5 N
	1
	4
	2+А
	5


Тут N - порядковий номер студента у групі. А = N.
10.5. Виродження у транспортних задачах
Виродженість у Т-задачі означає отримання нульового значення хоча б однієї основної змінної базисного рішення (раніше ми розгляну​ли такі Т-задачі - з фіктивним постачальником або користувачем). Тепер розглянемо випадок, коли при першому розподілі отримуємо нульове постачання на базі методу "північно-західного кута" (табл. 10.5.1).
Якщо спробувати побудувати цикли перерозподілу поставок при наявності лише чотирьох заповнених комірок, то виявилося б, що це неможливо. Але це в свою чергу суперечить твердженню, що для ко​жної комірки можна побудувати цикл. Що ж виникло? Виявляється, що число заповнених комірок (їх чотири) не відповідає вимозі по кіль​кості заповнених комірок Т-задачі т + п -1=3 + 3-1= 5.
	1                                                        Таблиця 10.5.1
                              Задача з виродження

	а і
	N j
  Мі
	40
	90
	    20

	аі = 0
	40
	2          
          40
	5
           [4]
	4

                   [4]

	а2 = 3
	30
	
6


   

0
	5

           [0]
	8

                 [4]

	аз = 2
	80
	2

                 [-3]
	4 

                    60
	3

                   20
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Тому в комірку (2.1) табл. 10.5.1 вводимо ще одну - нульову поставку. Нульова поставка приймається тому, що баланс по рядках і колонках уже встановлений. Комірку для нульової поставки можна брати будь-яку, аби вона була вільною. Але її потрібно обирати таким чином, щоб уникнути створення замкненого циклу із заповнених комі​рок, бо це унеможливлює подальше рішення. Вважається, що ми повинні дотримуватися "ступінчастості", яка отримується у методі "північно-західного кута". Тому обираємо комірку (2.1) з нульовим постачанням. Комірка (2.1) стає заповненою, і з цим нульовим запов​ненням ми поводимось, як з будь-якою іншою цифрою. Число поста​вок, яких не вистачає, може бути більше одиниці (наприклад: 2, 3...). Тоді і нульових поставок повинно бути 2, 3...
Розподіл поставок, який вміщує нульові поставки в заповнених комірках, зветься виродженим. Він відповідає виродженому базисному рішенню.
У табл. 10.5.2 показано рішення виродженої Т-задачі.
	                                                          Таблиця 10.5.2 
      Оптимальний план Т-задачі з нульовим постачанням

	а і
	

N j
  Мі
	40
	90
	    20

	аі = 0
	40
	2          
          40
	5
           [1]
	4

                   [1]

	а2 = 3
	30
	
6


   

[3]
	5

           30
	8

                 [4]

	аз = 2
	80
	2

                 0
	4 

                    60
	3

                   20
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10.6. Задача про оптимальне призначення
На виробництві виникає задача розподілу т працівників по п маши​нах таким чином, щоб при відомій продуктивності праці С ij (i-то пра​цівника на у-й машині) отримати максимальну загальну продуктив​ність праці. У цьому випадку математична модель нагадує модель
Т-задачі F= 
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 = 1, і = 1..., n, але зі своїми властивостями за деякими показниками:
1.    У Т-задачі функція мети спрямована до мінімуму, а у даному випадку максимальна загальна продуктивність праці спрямова​на до максимуму.
2.    Кожна машина, яка розглядається як "користувач" по відно​шенню до робітників, вимагає лише одного робітника.
3.    Кожний робітник розглядається як "постачальник" лише оди​ниці робочої сили.
4.    Задача про оптимальне призначення розглядається при т = п. У дійсності ця умова не завжди виконується, але за рахунок введен​ня фіктивних робітників-"постачальників" або фіктивних машин-"користувачів" можна завжди виконати вказану умову. При цьому фіктивні робітники-"постачальники" та фіктивні машини-"користувачі" мають нульову продуктивність праці С ij = 0.
Розглянемо рішення Т-задачі на прикладі табл. 10.6.1. У цьому ви​падку кількість робітників т = 3, а кількість машин п = 2. Тому вводи​мо фіктивного "користувача"-машину з вимогою одного робітника і з нульовою продуктивністю праці С ij = 0 по всій колонці. Розподілимо робітників за методом "північно-західного" кута. Ми можемо заповни​ти "постачанням" лише три комірки, бо Х ij може приймати лише два значення:
-   Х ij =1 якщо і-й працівник працює на j-й машині;
-   Х ij = 0, якщо і-й працівник не працює на j-й машині. Згідно    з    вимогами    до    Т-задачі,    ми    повинні    заповнити
"постачанням" 5 комірок, тому заповнюємо потрібну кількість комірок нульовим "постачанням".
	Таблиця 10.6.1

Початковий розподіл задачі про оптимальне призначення

	Nj

                Mj
	1
	1
	Фк(1)

	1
	4  

                  1
	3

                  0
	0

	1
	2
	5

                   1                                                  
	0

                   0

	1
	5
	7
	0

                  1


Далі треба виконати ще одну умову Т-задачі - спрямувати функцію мети до мінімуму. З цією метою продуктивність праці Су перетворимо на "втрату продуктивності праці", для чого виділяємо найбільшу про​дуктивність праці С2з = 7 і від неї віднімаємо всі інші продуктивності у комірках. У результаті ми отримуємо функцію мети
F= 
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при значеннях "втрат продуктивності праці", які показані у табл. 10.6.2 і які вже цілком задовольняють вимогам Т-задачі. Тому вирішуємо отриману Т-задачу за методом потенціалів (у табл. 10.6.2-10.6.4).
	Таблиця 10.6.2

Розрахунок «втрат продуктивності праці»

	а і
	Nj

                Mj
	1
	1
	Фк(1)

	аі = 0
	1
	3

                   1
	4

                   0 
	7

               [-2]

	а2 = 3
	1
	5

                [4]
	2

                   1
	7

                   0

	аз = 2
	1
	2

                [1]
	0 

               [-2]
	7

                   1
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	Таблиця 10.6.3
Результат першого кроку

	а і
	Nj

                Mj
	1
	1
	Фк(1)

	аі = 0
	1
	3

                   1
	4

                   0
	7

               [-2]

	а2 = 3
	1
	5

               [4]
	2

                  0
	7

                   1

	аз = 2
	1
	2

               [3]
	0

                  1
	7

               [2]
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У табл. 10.6.4 отримаємо рішення Т-задачі.
	Таблиця 10.6.4
Результат першого кроку

	а і
	Nj

                Mj
	1
	1
	Фк(1)

	аі = 0
	1
	3

                   1
	4

                [2]
	7

               0

	а2 = 3
	1
	5

               [2]
	2

                  0
	7

                   1

	аз = 2
	1
	2

               [1]
	0

                  1
	7

               [2]
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Після цього рішення знову переходимо на форму початкової табл. 10.6.1. У результаті отримуємо табл. 10.6.5.
	Таблиця 10.6.5

Оптимальний розподіл призначень

	Nj

           Mj                                                          
	1
	1

	1
	4

                            1
	3

	1
	2
	5

                               0

	1
	5
	7

                               1


При цьому вказуються лише дійсні значення "постачання". В ре​зультаті отримуємо функцію мети F = 4-1+7-1 = 11. Робітник і = 2 не використовується.
Завдання. Розв'язати задачі про оптимальне призначення (табл. 10.6.6, 10.6.7).
	Таблиця 10.6.6 Задача про оптимальне призначення

	     1     Фахівці
	Вимоги машин

	
	1
	1
	1

	1
	з+А
	4
	N           

	1
	7
	4 + А
	8            

	1
	1
	4
	1+А  

	1
	4
	2А
	10

	Таблиця 10.6.7 
Задача про оптимальне призначення

	      Фахівці
	Вимоги машин

	
	1
	1
	1
	1

	1
	ЗА
	10
	6
	8

	1
	12
	4А
	4
	3

	1
	5
	N
	7+А
	5


Тут М- порядковий номер студента у групі. А =  N.
10.7. Метод максимального потоку
Т-задача розв'язується не лише у матричній (табличній) формі, але й у мережевій формі, яка має перевагу у тому, що може врахувати пропускну спроможність окремих ділянок транспортної мережі. В мере​жевій формі легше враховувати навантаження та розвантаження на проміжних станціях, кожна з яких розглядається як вузол. У транспор​тній мережі (рис. 10.7.1) розрізняються такі елементи:
1.    Початок "П", з якого починається маршрут.
2.    Кінець "К", яким завершується маршрут.
3.    Вузли 1, 2, 3 по кількості проміжних станцій. У загальному ви​падку вузли враховують додаткових постачальників та додатко​вих користувачів.
4.    Шляхи: вони з'єднують вузли, і на них вказується позначення у квадратних дужках [Р ij, х ij], де Р ij - максимальна пропускна спроможність шляху між (і,у)-пунктами, ij - величина вантажу, яку можна перевезти. При цьому враховують обмеження по
величені потоку Х ij.
-    Х ij не може перевищувати пропускну спроможність 0 < Х ij < Р ij
-    сумарний потік шляхів, які входять у вузол, дорівнює сума​рному потоку, який з нього виходить (за винятком початку "П" та кінця "К") 
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Завдання полягає у тому, щоб потоки по дугах створювали макси​мально можливий загальний потік. Орієнтиром у цьому питанні може бути теорема Форда та Фолкерсона: "Для будь-якої мережі величина потоку з початку "П" у кінець "К" дорівнює мінімальній величині про​пускної спроможності розрізу між "П" та "К". Для розв'язання задачі використовуємо алгоритм встановлення позначок, розроблений Фор​дом та Фолкерсоном.
Розрахунок починаємо з розгляду шляхів з початку "П" до кінця "К". Кожний новий шлях між "П" та "К" (шлях обираємо так, щоб по можливості охопити хоча б одну нову дугу) уточнює розподіл потоку по дугах. Але охоплення шляхами всіх дуг ще не означає завершення задачі і отримання максимально можливого потоку. Щоб впевнитись у отриманні максимального потоку, треба робити спроби "прориву" потоку від почат​ку "П" до кінця "К" з додатковим потоком, який дорівнює різниці між максимальною пропускною спроможністю дуги та дійсним завантаженням. Робиться це тільки для шляхів, які недовантажені. Якщо така спроба виявилась марною, то на цьому процес розрахунків завершується. Для контролю завершення розрахунків можна також використовувати теорему Форда та Фолкерсона: максимальний потік дорівнює мінімальній величи​ні пропускної спроможності розрізу між "П" та "К". Переходимо до розрахунків.
1.    Рис. 10.7.1. Розглядаємо шлях "П - 1 - 2 - К". На цьому шляху максимально можливий потік складає "2". Тому у квадратних дужках для всіх указаних шляхів вказуємо отриманий потік і отримуємо рис. 10.7.2.
2.    Рис. 10.7.2. Розглядаємо шлях "П - 1 - 3 - К".   Згідно з рис.
10.7.2  максимально можливий додатковий потік цього шляху дорівнює "З", що ми позначаємо на рис. 10.7.3.
3.    Рис. 10.7.3. Розглядаємо шлях "П - 2 - 3 - К".   Згідно з рис.
10.7.3  максимально можливий додатковий потік цього шляху дорівнює "1", що ми позначаємо на рис. 10.7.4.
4.    Рис. 10.7.4. Розглядаємо шлях "П - 2 - К". Згідно з рис. 10.7.4 максимально можливий додатковий потік цього шляху дорів​нює "З", що ми позначаємо на рис. 10.7.5.
5.    Рис. 10.7.5. Ми отримали оптимальний потік мережі "9".
Робимо перевірку отриманого рішення: з початку "П" ми маємо можливість збільшити постачання між "П" та "К". Виникає питання: чи можемо ми "прорватися" з таким збільшеним потоком до "К", вра​ховуючи, що потік, який входить у пункти, дорівнює потоку, який ви​ходить з нього? Така спроба у нашому випадку завершилась невдачею. Це підтверджує вірне розв'язання задачі.
                  [1]     [3]
[1]      [3]
           [П]                      [K]                            [П]                          [k]
                      
                      [2]                                                              [2]
Рис. 10.7.1. Початок: пропускна             Рис. 10.7.2. Розподіл потоку
спроможність мережі                     після шляху П - 1 - 2 - К
Потрібно враховувати те, що можуть існувати кілька варіантів з оптимальним завантаженням мережі, що залежить від послідовності використання шляхів. Приклад такого варіанту завантаження мережі наведений на рис. 10.7.6.
Рис 10.73. Розподіл потоку після шляху П -1 - 3 – К
Рис. 10.7.4. Розподіл потоку після шляху П - 2 - 3 - К
Рис. 10.7.5. Оптимальний                      Рис. 10.7.6. Інший варіант
розподіл потоку після                           оптимального заванта-
шляху П - 2 - К                                    ження мережі
Завдання. Розв'язати транспортну задачу методом максимального потоку для конфігурації шляхів рис. 10.7.1 при вказаній максимальні пропускній спроможності шляхів:
Завдання №1. 1. "П    1" = [N, 0].
2.  "1    3" =[ 2 N, 0].
3.  "З    К" = [10,0].
4.   "П    2" = [0,5ЛГ; 0]. 
Завдання №2.1. "П    1" = [2И, 0].
2.  "1    3" = [2 N, 0].
3.  "З    К" = [5,0].
4.  "П    2" =[N, 0]. 
Тут N  - порядковий номер студента у групі.
5. "2    К" = [6,0], 
6."1    2"=[5N] 
7."2    3" = [3 N,0].
5.  "2    К" = [7,0].
6.  "1    2" = [N /2,0]
7. "2     3" = [N ,0].
11. Задача комівояжера
11.1. Загальні відомості про задачу комівояжера
Комівояжер повинен об'їхати по найкоротшому шляху N міст (починаючи з пункту 1), побувати у кожному з них лише один раз і повернутись у початок шляху - пункт 1. З цією задачею пов'язана ве​лика кількість інших задач. Одна група з цих задач є варіантами задачі комівояжера: комівояжер повинен обрати шлях, який забезпечує: най​меншу витрату часу або палива на шлях; найменшу вартість проїзду. Друга група з цих задач хоча і використовує методи розв'язання задачі комівояжера, але має інше практичне застосування: перевезення по​шти або продуктів споживання у місті; з'єднання окремих пунктів ліні​ями електропостачання, газопостачання, водопостачання; обробка N дета​лей на одному верстаті, якщо відомий час або вартість переналагодження верстата для різних деталей. Тут треба пояснити, що використання мето​дів розв'язання задачі комівояжера з проектуванням лінії електропоста​чання пов'язане з тим, що звичайно споживачів електричної енергії (а також водопостачання і т.д.) намагаються з'єднати таким чином, щоб лі​нія живлення створювала коло, бо це забезпечує найбільшу надійність надання електроенергії: якщо в одному місті лінія буде перервана, то є можливість забезпечити постачання по колу, з іншої сторони.
Розглянемо перший варіант задачі: комівояжер повинен об'їхати по найкоротшому шляху N міст. Звичайно дані для розрахунку наводяться у таблиці (табл. 11.1 для ТУ = 4).
Задача полягає у тому, щоб мінімізувати функцію мети
F= 
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де С ij - довжина шляху між містами і та j; i= 1, N- нумерація міст, з яких від'їжджають; і = 1, N - нумерація міст, у які в'їжджають.
	Таблиця 11.1 
1 Задача комівояжера

	N
	1
	2
	3
	4

	1
	-
	350
	180
	11О

	2
	200
	-
	270
	40

	3
	30
	80
	-
	600   

	4
	500
	100
	120
	-


Усього комівояжер має обрати оптимальний варіант серед (N - 1)!
= (4 - 1)! = 6 маршрутів.
Для спрощення розрахунків можна скоротити на однакову кількість
нулів у Су - довжині шляхів між містами. В результаті отримуємо табл.
11.2. Але потім, при отриманні розв'язання задачі, ми повинні відновити
вказані реальні значення С ij. Недозволені з будь-якої причини маршрути
можуть вилучатися з розрахунків вилученням їх з розрахунку.
	Таблиця 11.2               
        Спрощена задача   комівояжера

	N
	1
	2
	3
	4

	1
	-
	35
	18
	11

	2
	20
	-
	27
	4

	3
	3
	80
	-
	60   

	4
	50
	10
	12
	-


Звичайно між містами може роз​глядатись лише одна відстань, і тому ми мали б заповнити лише половину табл. 11.1. Але, з іншо​го боку, ми розглядаємо навчаль​ну задачу, яка повинна охоплюва​ти загальний випадок. А загаль​ний випадок якраз вимагає врахо​вувати наявність різних шляхів
між двома містами (наприклад, літаком, залізницею, автобусом).
Задача комівояжера може розв'язуватися різними методами. Нижче
ми розглянемо метод, заснований на редукції рядків та колонок.
11.2. Розв'язання задачі комівояжера за методом редукції рядків та колонок
При розрахунках використовуємо табл. 11.2. Для оцінки можливої верхньої межі функції мети обираємо довільний маршрут комівояжера, наприклад (1,3) - (3,2) - (2,4) - (4,1), і отримуємо значення функції мети = F b=18 + 8 + 4 + 50 = 80. Очевидно, що оптимальне значення функ​ції мети F0 повинне бути менше за F b.
Розрахунок проїзду комівояжера розкладається на (И - 2) етапів. У межах кожного етапу алгоритм розрахунків однаковий.
Етап 1
Крок 1.1. Виконуємо редукцію рядків, для чого у табл. 11.2 помі​чаємо у кожному рядку і най​менше значення С ij і віднімаємо його від елементів даного рядка. Значення С ij вказуємо у колонці Ai (табл. 11.3).
	Таблиця 11.3 
Спрощена задача комівояжера

	N
	1
	2
	3
	4
	Аі

	1
	-
	 24
	7
	0
	11

	2
	16
	-
	 23
	0
	4

	3
	0
	5
	-
	 57
	3

	     4
	40
	0
	2
	-
	10


Крок 1.2. Виконуємо редукцію колонок, для чого у кожній колонці табл. 11.3 (в якій відсутні нульові елементи) помічаємо найменше значення оцінки шляху С ij (далі -оцінка) і віднімаємо її з елементів даної колонки. Значення оцінок Су-вказуємо у колонці В] (табл. 11.4).
	Таблиця 11.4 
Спрощена задача комівояжера

	N
	1
	2
	3
	4
	Аі

	1
	-
	 24
	5
	0
	11

	2
	16
	-
	 21
	0
	4

	3
	0
	5
	-
	 57
	3

	     4
	40
	0
	0
	-
	10
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Розраховуємо найнижчу можливу межу функції мети
F min1= 
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Очевидно, що оптимальне значення функції мети Е0, яке ми розра​ховуємо, повинно знаходитись у межах
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Крок 1.3. Визначення одного з кроків оптимального шляху. Якщо у кожному рядку та кожній колонці табл. 11.4 було б лише по одному нулю (та шлях був би замкненим - це обов'язково перевіряється), то нульові комірки позначають оптимальний шлях комівояжера з оптималь​ною функцією мети F 0. На цьому рішення припиняється. Але у нашій табл. 11.4 це не спостерігається, тому розрахунки продовжуються.
З цією метою для даних табл. 11.4 визначаємо штрафи аі, bі, які по​казані у колонці та рядку табл. 11.5:
- штраф рядка аi який дорівнює найменшому значенню оці​нки комірок i-го рядка після першого нуля. Якщо у цьому рядку два або більше нулів, то аi = 0. Штраф а, визначає до​даткові витрати, які виникають, якщо не використовувати одну нульову комірку у рядку;
	Таблиця 11.5 
Крок 1.3. Штрафи рядків та колонок

	N
	1
	2
	3
	4
	Аі
	Д/

	1
	-
	24
	5
	0
	11
	5

	    2
	16
	-
	21
	0
	4
	16

	3
	0
	5
	-
	57
	3
	5

	4
	40
	0
	0
	-
	10
	0

	В]
	0
	0
	2
	0
	
	

	bj
	16
	5
	5
	0
	
	


-   штраф колонки bj який дорівнює найменшому значенню
оцінки комірок j-ї колонки після першого нуля. Якщо у цій
колонці два або більше нулів, то bj = 0. Штраф bj визначає
додаткові витрати, які виникають, якщо не використовувати
одну нульову комірку у колонці.
За даними табл. 11.5 розраховуємо для кожної нульової комірки
функцію вторинного штрафу Фij = аi + bj, і вводимо розраховані дані у
табл. 11.6.
	Таблиця 11.6 
Функція вторинного штрафу нульових комірок табл. 11.5

	  Нульові комірки (і,/)
	(1,4)
	(2,4)
	(ЗД)
	(4,2)
	(4,3)

	      Вторинний штраф Ф,ij
	5
	16
	21х
	5
	5


Найбільше значення Фij = 21 вказує, що у маршрут комівояжера потрібно внести комірку (3,1). Це базова комірка, з якої починається процес гілкування у розрахунках. Але цей вибір може виявитись і по​милковим, тому це рішення потрібно перевірити (див. нижче). Обрану комірку (3,1) ми використовуємо для викреслення рядка і = 3 та колон​ки j = 1 у табл. 11.5. У результаті ми отримуємо табл. 11.7, яку потріб​но переробити. Справа у тому, що у будь-якій таблиці комівояжера (і у скороченій, як у дано​му випадку) існує одна вимога, яка повинна виконуватись: у будь-якому рядку і у будь-якій колонці повинна існувати одна заборо​нена комірка.
У даному випадку такої забороненої комірки немає у рядку i= 1 та у колонці i= 3 (як бачимо, викорис​тана стара нумерація комірки з пере​становкою рядка та колонки). Тому забороняємо до використання у роз​рахунках комірку(i,j) = (1,3) і отри​муємо табл. 11.8 а, яка використову​ється для розрахунків на другому етапі.
	Таблиця 11.7 
Скорочення рядка і = 3 та колонки j= 1

	N
	2
	3
	4

	|          1
	24
	5
	0

	2
	-
	21
	0

	4
	0
	0
	1


	        Таблиця 11.8 а Таблиця етапу 2

	N
	2
	3
	4

	1
	24
	-
	0

	2
	-
	21
	0

	4
	0
	0
	1


Етап 2
Крок 2.1. Виконуємо редукцію рядків аналогічно кроку 1.1. Отри​муємо А і   дані табл. 11.86 для рядків.
	Таблиця 11.8 б 
Етап 2. Редукція та штрафи рядків і колонок

	N
	2
	3
	4
	аi
	ai

	1
	24
	-
	0
	0
	24

	2
	-
	21
	0
	0
	21

	4
	0
	0
	-
	0
	0

	В]
	0
	0
	0
	
	

	bj
	24
	21
	0
	
	


Крок 2.2. Виконуємо редукцію колонок аналогічно кроку 1.2. Отримуємо дані Вjтабл. 11.8 б для колонок.
Якщо б дані Аi та В j відрізнялися від нуля, то ми повинні були б визначити нову функцію Fmin2= F min1= 
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і враховувати, що оптимальне значення функції мети повинно знаходитись у межа 
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Крок 2.3. Виконуємо редукцію колонок аналогічно кроку 1.3. Отримуємо штрафи ai, bj табл. 11.8 б для рядків та колонок. За даними табл. 11.8 б розраховуємо для кожної нульової комірки функцію вто​ринного штрафу Ф ij= аi +bj   і вводимо розраховані дані у табл. 11.9.
	Таблиця 11.9 
        Функція вторинного штрафу нульових комірок табл. 11.8 б

	      Нульові комірки
 (/, у)
	(1,4)
	(2,4)
	(4,2)
	(4,3)

	Вторинний                            штраф Ф ij
	24х
	21
	24
	21


Ми отримали два найбільших значення штрафу Ф ij = 24. Обираємо довільно одне з найбільших однакових значень - комірку (1.4). Це означає, що комівояжер повинен на своєму шляху використати шлях (1,4). У табл. 11.8 б ми викреслюємо рядок i= 1 та колонку j = 4. У результаті ми отримуємо для етапу 3 табл. 11.10.
У табл. 11.10 забороняємо до викори​стання у розрахунках комірку (i,j) =(4.3) і отримуємо табл. 11.11. У результаті ми отримали скорочену
матрицю оцінок проїзду з двома рядка​ми і двома колонками. Далі розрахунки не виконуються, бо табл. 11.11 вказує маршрут завершення шляху комівояжера: (2,3) та (4,2).
Таким чином, маршрут комівояжера (3,1) + (1,4) + (2,3) + (4,2)  =
(1.4)  + (4,2)  + (2,3) + (3,1) є безперервним і має оцінку (оцінки - по табл. 11.2) Е0= 3 + 11 + 27 + 10
	                Таблиц11.10 ЕтапЗ

	N
	2
	3

	2
	-
	21

	4
	0
	0


51. При цьому виконується умова 
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або 3 0 < 51 < 8 0.
Отриманий шлях потрібно перевірити на оптимальність. З цією метою у початковій табл. 11.2 забороняємо до використан​ня першу базову комірку (3,1) і отримуємо табл. 11.12.
По табл. 11.12 виконуємо редук​цію рядків і колонок і отримуємо табл. 11.13, за даними якої розра​ховуємо
	                Таблиц11.11 Етап З. Скорочена матриця оцінок проїзду


	N
	2
	3

	2
	-
	21

	4
	0
	0

	і                          Таблиця 11.12 Перевірка розрахунків

	N    
	1
	2     !
	3
	4     1

	1
	-
	35
	18
	11

	2
	20
	-
	27
	4

	3
	.
	8
	-
	60    

	4
	50
	10
	І    12
	'


F min1= 
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= 11-4 + 8 + 10-4-16 + 0 + 2 + 0 = 51.
Тому 
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  отримане рішення є вірним.
	Таблиця 11.13
Перевірка розрахунків

	N
	1
	2
	3
	4
	аi

	1
	-
	24
	7
	
	11

	2
	16
	-
	23
	0
	4

	4
	-
	0
	2
	-
	10

	В]
	40
	0
	2
	0
	


Таким чином, отриманий шлях є вірним, і з врахуванням даних табл. 11.13 функція мети Fо = 510.
Якщо у розглянутій задачі комі​вояжера не дотримується умова
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  то треба з самого початку зробити редукцію колонок, а потім - редукцію рядків. З цією метою рекомендується самостійно викона​ти розрахунки для задачі комівоя​жера табл. 11.14.
	Таблиця 11.14 Задача комівояжера

	N
	1
	2
	3
	4

	1
	-
	5
	8
	7

	   2
	2
	-
	2
	3

	3
	4
	5
	-
	15

	4
	2
	6
	5
	-


11.3. Використання методу Монте-Карло у розв'язанні задачі комівояжера
Методами Монте-Карло називають будь-яку статистичну процеду​ру, яка використовує статистичну виборку. Для розв'язання задачі ко​мівояжера використовуються датчики випадкових чисел ЕОМ. Замість ЕОМ ми використаємо урну з жетонами. Місто "1" є початковим, і тому "закладають в урну" жетони з номерами 2...N Замість цього у ЕОМ можна розглядати номери 1...(N- 1). "Ретельно перемішавши жетони" (У ЕОМ ця операція не потрібна), витягають їх по одному і записують номери жетонів, які вважаються за отриманий маршрут. Для цього маршруту розраховують функцію мети і запам'ятовують як маршрут, так і функцію мети.
Після цього процедуру повторюють. Якщо функція мети не зміни​лась або має гірше значення, то результат не враховують. Якщо функ​ція мети має краще значення, то нові кращі результати запам'ятову​ють, а старі викреслюють.
За допомогою ЕОМ ця процедура дозволяє за короткий термін оглянути велику кількість маршрутів і обрати серед них якщо не най​кращий, то принаймні не найгірший маршрут.
11.4. Метод осереднених коефіцієнтів у задачі комівояжера
Для розв'язання задачі комівояжера за даними табл. 11.2 автор ви​користав метод середніх коефіцієнтів Кij, який застосовується в транспортній задачі. Отримані для цього випадку середні тарифи рядків (Сij) та колонок (Сkj) показані у табл. 11.15. Значення осереднених кое​фіцієнтів (Кij) для кожної комірки наведені справа від початкових та​рифів Сij, у табл. 11.15 (осереднені коефіцієнти Кij можуть бути від'єм​ними або додатними).
	Таблиця 11.15                                        
Середні тарифи рядків 
(Срі) та колонок (САу) і осереднені 
коефіцієнти (Ку) для даних табл. 11.2

	п
	1
	2
	3
	4
	сРІ  

	1
	-
	        35;+5,75;
	18;      -12,25;
	11;-23,75;
	16

	2.
	20;  -10,75;
	-
	27;   0;
	4;  -27,5;
	12,75

	3
	3;-33;
	8;-23;
	-
	60;+23,5;
	17,75

	4
	50; +13,75;
	10;-21,25;
	12;-20,25;
	-
	18     

	Сkj
	18,25
	13,25
	14,25
	18,75
	


Кількість кроків розрахунків дорівнює кількості міст. Використовуємо такий алгоритм розрахунку:
1. На кожному кроці за початковими тарифами Су визначаємо значення величин середніх тарифів рядків (Срі) та колонок (Скj,) і осереднені коефіцієнти (Кij). Ці дані наведені у табл. 11.15. По найменшому значенню осередненого коефіцієнта Кij обираємо комірку оптимального шляху комівояжера і записуємо її дані у табл. 11.16:
	Таблиця 11.16 
Оптимальний шлях комівояжера

	Номер
кроку
	Комірка
Оптимального
шляху (i,j)
	Kih
	Початко​вий
тариф
	Заборонені
рядок "і"
та колонка "j"
	Забороне​на
комірка

	
	
	
	
	і
	І
	

	1
	(3,1)
	-33
	3
	3
	1
	(1,3)

	2
	(4,2)
	       -12,3
	10
	4
	2
	(2,4) 

	3
	(1,4)
	-
	11
	-
	-
	-

	4
	(2,3)
	-
	27
	-
	-
	-


-    номер кроку;
-    адреса комірки оптимального шляху (I,j);
-    осереднений коефіцієнт Кij;
-    початковий тариф Сij;
-    заборонені рядок і комірка (вони повторюють номери рядка і колонки комірки оптимального шляху). Вони закреслю​ються і не використовуються у подальших розрахунках. У результаті отримуємо скорочену таблицю для наступного кроку;
-    для скороченої таблиці, яка залишилась після вказаних пе​ретворень, забороняємо одну з комірок згідно з правилом: у будь-якому рядку та у будь-якій колонці повинна існувати одна заборонена комірка.
2. На наступному кроці виконуємо дії п. 1. Коли для відвідин залишається лише два шляхи, то вони входять в оптимальний шлях комівояжера без розрахунків, бо інших варіантів їх обрання не існує. Практично кількість кроків через це скорочується.
Розглянемо тепер розрахунок за даними табл. 11.15.
Крок 1. В оптимальний шлях комівояжера входить комірка (3,1) з найменшим осередненим коефіцієнтом Кij = kз.1 = -33. Умовно "закреслюємо" рядок і~ 3 та колонку у = 1. У скороченій таблиці забо​роняємо комірку (I,j) = (1,3) згідно з правилом: у будь-якому рядку та у будь-якій колонці повинна існувати одна заборонена комірка. Зано​симо дані у табл. 11.16.
Крок 2. За початковими тарифами Сij у скороченій таблиці (вона не показана) знову розраховуємо значення Срі СКj Кij. В оптимальний шлях комівояжера входить комірка (4,2) з найменшим осередненим коефіцієнтом Кij= К4.2 = —12,3. Умовно "закреслюємо" рядок i = 4 та колонку j= 2. У скороченій таблиці забороняємо комірку (i, j) = (2,4) згідно з правилом: у будь-якому рядку та у будь-якій колонці повинна існувати одна заборонена комірка. Заносимо дані у табл. 11.16.
Кроки 3, 4. Для відвідин у комівояжера залишилось лише два шля​хи: (1,4) та (2,3). Вони обираються без розрахунків і записуються в оптимальний шлях комівояжера (табл. 11.16).
Отриманий згідно з методом осереднених коефіцієнтів оптималь​ний шлях комівояжера (показаний у табл. 11.16) і відповідна функція мети нічим не відрізняються від результатів раніше виконаних розра​хунків у розділі 11.2.
Завдання. Розв'язати задачу комівояжера (табл. 11.17,11.18).
	Таблиця 11.17
 Задача комівояжера

	N
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	-
	N
	60
	20A
	5A

	2
	2A
	-
	4A
	80
	100

	3
	140
	150
	-
	2N
	70

	4
	40А
	120
	70
	-
	N

	5
	3N
	А+6
	4F
	90
	-


	Таблиця 11.18 
Задача комівояжера

	N
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	-
	140
	100
	280
	15А

	2
	100
	-
	150
	20A
	80

	3
	4N
	8N
	-
	10A
	70

	4
	2N
	3
	4А
	-
	4N

	5
	15 А
	90
	60
	30A
	-


Тут И- порядковий номер студента у групі. А = У.
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